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Descentralizacion intertemporal™®

Mukul Majumdar**
Tapan Mitra**

Cornell University, Ithaca, New York

I. Introduccion

El problema de alcanzar una asignacion 6ptima de recursos en una econo-
mia descentralizada con horizonte infinito y con agentes de vida infinita vivos
ha sido planteado repetidamente en la literatura. Inicialmente, los estudios de
Malinvaud (1953) y Samuelson (1958) (una’ valoracion reciente se puede ver en
Malinvaud (1987)) indicaban que, incluso en una economia «clasica» con
horizonte infinito, un programa competitivo puede ser ineficiente 0 no-6ptimo
en el sentido de Pareto. Solo recientemente se ha estudiado formalmente el
problema de la descentralizaciéon de la informacién en economias infinitas,
utilizando conceptos de la literatura sobre mecanismos de disefio de asignacion
de recursos. En esta revision, ofrecemos una exposicion de los principales
resultados en el marco de un modelo agregativo. Desprovisto de tecnicismos,
este modelo parece ofrecer uno de los marcos mas simples para aislar las
caracteristicas de una economia dinamica que son criticas a la hora de limitar
las posibilidades de descentralizacion de la toma de decisiones. A lo largo del
presente articulo impondremos condiciones restrictivas para facilitar la presen-
tacion de los resultados en su forma mas simple y clara.

En la Seccion I1 recogemos algunos conceptos basicos de la literatura sobre
la teoria de los mecanismos. La definicion formal de un mecanismo que
conviene usar en nuestro contexto se debe a Mount y Reiter (1974) y, para
nosotros, se interpreta mejor en términos de un escenario de verificacién. En la
Seccion III se recuerdan algunos resultados basicos de la literatura sobre
asignacion intertemporal. Se exponen las condiciones bajo las cuales se puede
mostrar que existen los programas que son «Optimos» de acuerdo a algun
criterio de valoracion (objetivo social). En la Seccion 1V examinamos la relacion
entre esos programas Optimos y aquellos que pueden ser «apoyados» por
precios «competitivos» 0 «sombra», postulando una version apropiada de una
«condicion de transversalidad».

Estos Gltimos resultados nos llevan a una discusion sobre la posibilidad de
alcanzar programas infinitos Optimos de una manera «descentralizada». En
efecto, nuestro punto de partida es la valoracion de la distribucion de Malin-
vaud (1953) por Koopmans (1957). Koopmans advirtié que la tipica condicion
de «transversalidad» que es suficiente para garantizar la eficiencia de los
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programas competitivos no era «descentralizable». En la Seccion 1V, revisamos
los resultados recientes que indican que en un marco estacionario se puede
identificar la optimalidad de los programas competitivos a través de una
secuencia de verificaciones periodo a periodo en lugar de la condicion de
transversalidad asintotica. Los mensajes adicionales o las condiciones que
pueden caracterizar los programas competitivos optimos dependen de la estruc-
tura del modelo particular. En la Seccion V exponemos condiciones alternativas
de verificacion periodo a periodo que caracterizan también la optimalidad de
los programas competitivos; esta caracterizacion es nueva. En la Seccion VI
discutimos formalmente mecanismos descentralizados intertemporales y ofrece-
mos ejemplos de algunos mecanismos que pueden alcanzar el objetivo social de
optimalidad utilizando los resultados de las Secciones 11T y V. En la Seccion VII
consideramos marcos no estacionarios donde el productor tiene informacion
incompleta sobre la evolucion futura de la tecnologia, y damos un resultado de
imposibilidad sobre la consecucion de las asignaciones Optimas: mediante
cualquier mecanismo en este marco.

En un marco estatico, si un subastador comienza con un mensaje de
«equilibrio» se puede visualizar a los participantes respondiendo a ese mensaje
«rapidamente», y se puede llevar a cabo la correspondiente asignacion de
equilibrio (decisiones de «accion» o de cantidad). En una economia con
horizonte infinito, no se puede «juntar» a todos los agentes para verificar las
condiciones de equilibrio como respuesta a un mensaje propuesto. Asi, incluso
si comenzamos con un mensaje de equilibrio, si se requiere la respuesta de todos
los agentes antes de que se efectien las asignaciones, jno se produce absoluta-
mente ninguna accion! Esta dificultad ha conducido al reciente desarrollo del
concepto de «procesos evolutivos» en los que las decisiones de consumo/inver-
sion se efectian periodo tras periodo sobre la base de reglas de comportamiento
que no requieren comunicacion con futuros agentes («todavia no nacidos»). En
la Seccion VIII, revisamos brevemente esta area relativamente poco estudiada.
Por tltimo, figuran algunas referencias bibliograficas.

Radner (1973, pag. 188) ha observado que «podemos pensar en la descentra-
lizacién como un caso especial de division del trabajo, donde el “trabajo” en
cuestion es el de la toma de decisiones». El organizador puede considerar a los
miembros de la organizacion como «maquinas», que reciben mensajes como
inputs y producen mensajes como outputs. «Ademas de esto, el organizador
puede utilizar también miembros para producir estrategias e incluso modifica-
cion de la organizacién». Visto de este modo, «una organizacion esta descentrali-
zada en informacién hasta el punto que los diferentes miembros tienen diferente
informacion, y descentralizada en autoridad hasta el punto que se espera (por el
organizador) que los miembros individuales elijan estrategias y/o modifiquen las
reglas del juego». El alcance del presente ensayo es muy limitado: nosotros no
consideramos cuestiones relacionadas con la descentralizacion en autoridad o
con incentivos a seguir reglas especificas del juego. En nuestro modelo, a los
agentes se les da unas reglas especificas para verificar determinadas condiciones
de equilibrio «miopes». Nuestra primera tarea con.iste en averiguar hasta
dénde una secuencia de tales verificaciones a corto plazo basada en informacion
limitada puede alcanzar algunos objetivos a largo plazo.
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Il. Mecanismos descentralizados de asignacién de recursos

El desarrollo de un marco teérico que sea suficientemente amplio para
evglua{ y comparar sistemas economicos alternativos ha sido una motivacion
primaria dentro de la investigacion sobre mecanismos de asignacion de recur-
S0s.. l;l punto de partida para muchas direcciones es el modelo walrasiano de
equilibrio y el proceso con subastador y tanteo «(tatonnement») que describe
una fase de intercambio de mensajes hasta la consecuciéon de un equilibrio. En
un esquema «clasico» (ausencia de externalidades, indivisibilidades y rendimien-
tos crecientes, etc.) se han elaborado suficientes condiciones para la existencia
fie tal equilibrio, de forma que un equilibrio resulta ser 6ptimo de Pareto e
msesgadp. Sin Fmbargo, hasta el punto que las indivisibilidades y los rendimien-
tos crecientes juegan un importante papel en una economia particular, uno se
debe enfrentar a la cuestion de como organizar mejor la asignacion de ;ecursos
en tales sjtuaciones para encontrar estandar especificos de actuacion.

"I"ambnén se han sefialado las dificultades para alcanzar un equilibrio a
través de un «tatonnement». Los ejemplos de Scarf (1960) y Gale (1963)
muestran que un «tatonnement» necesita no converger en absoluto o necesita
no converger a un equilibrio «justo». En efecto, en una formulacién discreta
tempqra}l se pueden construir ejemplos de «tatonnement» que muestran caos
tqpologlco y caos ergodico «robustos» en un tipo de economias con sélo dos
bienes (Bala y Majumdar, 1990). Ademas, ya que no se puede producir comercio
fqera’ del equilib‘rio, si la convergencia no ocurre en tiempo finito, no es posible
ningun comercio en tiempo finito (ver Arrow-Hahn, 1971). Todo esto ha
estimulado conceptos de equilibrio no-walrasianos asi como procesos de no-
tatonnement (para una reciente muestra, véase Mukherji, 1990).

Otr.a caracteristica destacada del modelo walrasiano es la naturaleza «des-
centralizada» de la toma de decisiones que, se afirma, «utilice incentivos» y
alcance «economias de manipulacion de la informacion». Mientras que, desde el
debqte sobre el socialismo de mercado, se ha dispuesto de excelentes exposicio-
nes informales de los diferentes aspectos relacionados, el analisis axiomatico
riguroso de numerosos aspectos ha sido la principal tarea y logro de lo que se
ha llamado la «nueva Economia del Bienestar» (Reiter, 1986). Expondremos
ahora algunas definiciones formales (siguiendo a Mount y Reiter, 1974) relacio-
ngdas‘con los mecanismos de asignacion de recursos. A esto le seguira una
dlscusx()q algo informal de los diversos conceptos implicados.

Consideramos los siguientes elementos: un conjunto de agentes, I, un conjunto
de marcos, E < .]3 E; (donde E; es el conjunto de entornos del agente i€ I), y un
espacio de asignaciones, A.

Un mecanismo, =, es una tripleta (M, y, H) donde:

(a) gll llamado el espacio del mensaje, es un conjunto de mensajes admisi-
es.

(b) W, llamada la correspondencia de equilibrio, es una aplicacién desde E
hasta M, tal que \(e) es no vacio para cada ecE.

(¢) H,llamada la funcion de resultados, es una aplicacion desde M hasta A.
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Dado un mecanismo =, la correspondencia de realizacion, ¢, una aplicacion
desde E hasta A, definida por

Ple) = {H(m):me y(e)}

Una correspondencia de objetivo social, Q, es una aplicacion desde E hasta A,
tal que Q(e) es no vacia para cada e en E.

Un mecanismo 7 cumple el objetivo social Q si ¢(e) = Q(e) para todo e € E.
Es insesgado con respecto al objetivo social Q si ¢(e) = Q(e).

Un mecanismo n = (M, \r, H) preserva la intimidad si existe la corresponden-
cia y; desde E hasta M para i€ l, tal que

Ye) = ﬂ vile)

para cada e en E. (Es decir, J es una «correspondencia de coordinacion»). Un
mecanismo que preserva la intimidad se llamara mecanismo descentralizado. En
lo sucesivo solo trataremos con mecanismos descentralizados.

Dadas las definiciones formales, podemos volver a la discusion de como se
supone que opera un mecanismo descentralizado: a esto nos referimos como el
escenario de verificacion. Parafraseando a Hurwicz (1986), los participantes en la
economia son presentados con un mensaje propuesto m en M. El agente i
acepta el mensaje (dice si) si y solo si m esta en (¢;). Notese que la respuesta del
agente i depende solamente del mensaje recibido y la informacion sobre su
propia caracteristica, ¢;, en lugar del entorno completo, e. Esta propiedad de
«preservar la intimidad» es una parte esencial de la descentralizacion de la
informacion, un aspecto que deseamos enfatizar en este estudio. Un mensaje m
es declarado un mensaje de equilibrio si y s6lo si cada agente acepta el mensaje;
es decir, m esta en \{(e).

Hacemos ahora dos breves notas acerca del «mensaje de equilibrio» discuti-
do en el parrafo anterior. Primero, si m no esta en i (e,), el agente i rechaza el
mensaje (dice no). En este caso, se debe proponer un nuevo mensaje y el proceso
continia hasta que se encuentra uno para el que todo el mundo dice si. La
forma en que se puede encontrar un mensaje de equilibrio es un aspecto de
considerable importancia. Sin embargo, no lo trataremos aqui directamente.
(Para discusiones sobre los procesos de ajuste de mensajes, utilizando «funcio-
nes de respuesta» de los agentes, originando un mensaje de equilibrio en el
limite, ver Hurwicz, 1986).

En segundo lugar, merece la pena sefialar que en esta interpretacion de
como opera el mecanismo existe un papel limitado del agente, principalmente al
aceptar o rechazar un mensaje propuesto, dadas las correspondencias ;. La
eleccion de estas correspondencias como resultado de la basqueda del propio
interés (compatibilidad de incentivos) es un tema que ha sido estudiado con
detalle en la literatura. De nuevo, en adelante no nos ocuparemos de este
aspecto. (Para estudios en los que la compatibilidad de incentivos significa que
las funciones de respuesta de los agentes tienen que constituir un punto de
equilibrio de Nash de un juego no cooperativo, ver Hurwicz, 1972).
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Continuamos ahora con nuestra discusion sobre como opera el mecanismo.
Si m es un mensaje de equilibrio, entonces la funcién H especifica una asigna-
cion de equilibrio, H(m), de esta economia, como resultado de este mecanismo.
Asi, se entiende que esta asignacion de equilibrio realmente se lleva a cabo. La
«realizacion» del mecanismo puede, por tanto, resumirse por el conjunto de sus
asignaciones de equilibrio; esto se transmite precisamente por la corresponden-
cia de realizacion, ¢.

La correspondencia de objetivo social, Q, especifica un conjunto de asigna-
ciones que se juzgan «socialmente deseables». Es importante sefialar que esta
correspondencia se define como independiente de cualquier mecanismo conside-
rado. Para cada especificacion de un entorno e € E, Q especifica un conjunto no
vacio de asignaciones a€ A, cuya consecucion deberia ser el objetivo de un
mecanismo construido.

El desarrollo de un mecanismo se evaliia con respecto a la correspondencia
de objetivo social. Si cada asignacion de equilibrio de los mecanismos es una
asignacion socialmente deseable, entonces el mecanismo «alcanza» el objetivo
social. Por supuesto, es posible que un mecanismo alcance el objetivo social
pero que sea «sesgado» en el sentido de que no se pueden alcanzar por el
mecanismo algunas asignaciones socialmente deseables. Si cada asignacion
socialmente deseable es una asignacion de equilibrio del mecanismo, el mecanis-
mo es «insesgado» con respecto al objetivo social.

III. Un modelo agregativo de asignacion intertemporal

Ill.a. Formulacion

El conjunto de niimeros enteros no negativos se denota por N =0, 1,2, ..;
R, (resp. R, ;) denota el conjunto de nimeros reales no negativos (resp. reales
positivos). Una sucesion x = (x,) de reales es no negativa (escrito x = 0) si
x, € R, para todo t en N; x es estrictamente positiva (escrito x » 0) si x,e R, ,
para todo t en N; x es positiva (escrito x > 0) si x es no negativa y x,e R, ,
para algin t. Para cualesquiera dos secuencias infinitas x = (x,) y x’ = (x],
X = (resp. >, »)X’ si X — X’ > (resp. >, »)o. El conjunto de todas las sucesio-
nes no negativas (resp. positiva, estrictamente positiva) se denota por S,
(resp. S, S, ). El producto T cartesiano doble de A consigo mismo se escribe
A" (cuando T es infinito, escribimos 4'®)). Dada cualquier sucesion infinita x,

x" denota el vector (T + 1) cuyos elementos son los primeros (T + 1) elementos
dex.

IHII.b. Una economia estacionaria

Consideremos un horizonte infinito, un modelo de un bien con una tecno-
logia estacionaria descrito por una funcién de producciéon bruta f que satisfac
las siguientes condiciones de regularidad (F) :
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(F1) f:R, » R, es continua en R,

(F2) f(0)=0

(F.3) F(x) es doblemente diferenciable para x > 0, con f'(x) > 0y f'(x) < 0.
(F4) (a) lin(l’ [(x)=00 3 hm f(x)=0

(b) f(x)— o0 cuando x — o

Notese que las condiciones implican que f es estrictamente creciente y
estrictamente concava en R, .

Dado el stock inicial y > 0, un programa de asignacion de recursos (breve-
mente, «un programa (X, y,c¢)») desde y consiste en sucesiones no negativas de
inputs X = (x,), stocks y = (y,) y consumos ¢ = (c,) que cumplen

Yo=Y Y+1=f(x) Yy »=x+¢ parat=>0 (3.1

Obsérvese que la introduccion de un retardo de produccién implica que la
decision en el periodo t sobre cuanto consumir (eleccion de ¢,) y sobre cuanto
utilizar de input (eleccion de x,) limita las posibilidades de eleccion de todos los
periodos subsiguientes al periodo ¢, mientras que tales decisiones no tienen
relacion alguna con las elecciones realizadas en los periodos precedentes.

Correspondiente a cualquier f que satisfaga (F.1)-(F.4), existe un Gnico
nimero K > 0, tal que

(i) ftk)=k ; (i) f(x)>x para 0 <x <k
(i) f(x) < x para x > k (3.2)

Ademas, para cualquier programa (x, y,c) desde y > 0 se tiene
Vi < k(y) = max (k,y) parat =0 (3.3)
Nos referimos a K como el stock mdximo sostenible dada f.

Dada cualquier ¢ tal que 0 < 6 < 1, existe una unica solucion positiva x¥* a
la ecuacion

8f'(x) = 1

Escribamos y} = f(x)}), ¢¥ = y¥ — x¥. Cuando é = 1 (resp. 0 < é < 1), nos
referimos a (x3, y3, ¢¥) como el input, el stock y el consumo de la regla de oro
(resp. regla de oro modificada). Dado 0 < 6 < 1, podemos definir el programa
estacionario (x*, y*,c*) por

xt=x§, W=y} c=c parateN (GR)
Cuando 6 = 1 (resp. 0 < é < 1), nos referimos a este programa estacionario

(GR) como el programa de la regla (resp. regla modificada) de oro.
Se evaluan programas factibles alternativos de acuerdo a algan criterio que
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refleje los «objetivos sociales». Revisaremos los resultados cuando alcancemos
algan criterio conocido. ‘

Ill.c. Eficiencia

Un programa (x, y, ¢) desde y > 0 es eficiente si no existe ningiin programa
(x, ¥y, ¢') del mismo stock inicial y tal que ¢; > ¢, para todo t = 0y ¢; > ¢, para
algan t. Es facil ver que existen infinitos programas desde cualquier y > 0.

La caracterizacion de programas eficientes en términos de precios sombra
fue el tema central de Manlinvaud (1953). Definamos un programa de maximiza-
cion intertemporal del beneficio desde y como una secuencia (x, y,c, p) tal que
(x, y,¢) sea un programa desde y, p = (p,) s una sucesion positiva, y para todo
teN,

Pe+1S(x) — pX, 2 P41 f(x) — px para x 20 (M)

Aqui, p, se interpreta como el precio descontado del bien en el periodo t. Los
precios p = (p,) se dice que «apoyan» el programa (x,y,c) y les llamaremos
precios de Malinvaud. Ya que la secuencia p se supone que es positiva, p, es
positivo (utilizando (M) y la condicion: f es estrictamente creciente en R ). Si la
secuencia de inputs x = (x,) es estrictamente positiva, también lo es la secuencia
de precios p = (p,) y se deriva la condicion «marginal» familiar:

P+ lf’(xz) = Pie (3.4)

Ejemplo 3.1
Consideremos la secuencia (%, y, ¢) desde y > 0 definida por:
y=9 =2 fi=%=f(%-,) parat>12¢=0parat>0

Esto es claramente un programa: se le llama el programa de acumulacion
pura porque prescribe el consumo cero en todos los periodos. Ya que y > 0,
este programa no es eficiente. Sin embargo, siendo la sucesion de inputs X
estrictamente positiva, se puede establecer que p, = 1 y definir p,,, = f(X)p,
para todo t > 0. Esta sucesion p nos da los precios de Malinvaud a los que el
programa de acumulacion pura satisface la condicion (M).

De hecho, se puede utilizar el razonamiento anterior para establecer un
resultado bastante general en nuestro estudio.

Proposicion 3.1:

Si (x,y,¢) es un programa desde y > 0, entonces existe una sucesion p = (p,)
de precios descontados tal que (x,y,c,p) es un programa de maximizacion
intertemporal del beneficio desde y.
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Demostracion: para ver esto, notese que si X = (x,) es una sucesion estricta-
mente positiva, entonces podemos definir una secuencia p = (p,) de la siguiente
manera:

Po= 1 pisy = [p/f(x)] parateN (3.5)

Se sigue de la concavidad de f que, dado cualquier x >0 y te N, f(x)
— f(x) < f'(x)(x — x,), tal que p,,,[f(x) — f(x)] < p(x — x,), utilizando (3.5).
Esto cumple la condicion (M) después de transponer términos.

Si x = (x,) no es una sucesion estrictamente positiva, sea T = 0 el primer
periodo para el cual x; = 0. Entonces, x, = 0 para t > T por (F.2). En este
caso, se puede definir p = (p,) asi:

1

po=1 p, =0 para +
ST~ 1T 81" Ta1

t =
Pe+1 = P/f(x) para 0 <
Es facil comprobar, como antes, que (x, y, ¢, p) es un programa de maximizacion
intertemporal de beneficio.

Nota: Consideremos una funcion de produccion, f, que cumple (F.1), (F.2)
y es no decreciente y concava en R . Entonces, tenemos lo que se podria llamar
un marco «clasico», ya que el conjunto de tecnologia {(x,y)e R3 :y < f(x)}
seria cerrado, convexo y permitiria libre disposicion. En este marco mas general,
la proposicion 3.1 no es valida. En efecto, incluso si exigimos que el programa
(x, y, ¢) en cuestion sea eficiente, el resultado no se cumple. Esto fue demostrado
de una manera convincente por McFadden (1975), al construir un ejemplo de
un programa eficiente cuyos nicos precios de apoyo (en el sentido de (M)) es la
sucesion nula.

Ejemplo 3.2. (McFadden)
Supongamos que la funcion de produccion es:

2—-21—x2 si 0

2 si x 0

f(x)={

Vv A

xis 1
1

Sea J el conjunto de periodos de tiempo t, = 3", n = 1,2, 3... Definamos la
sucesion (x,y,c¢) de esta manera:

x,=1 si teld; x,=(1/2) si t¢J
=2 si t—1eJ; y,=(3/2) si t—1¢J (3.7)
¢=(1/2) si tel; G =1 si t—1¢J, ¢,=(3/2) 'si t—1eld

Se puede mostrar (ver McFadden, 1975) que (x, y,¢) es un programa eficiente
desde y = (3/2). Como x es estrictamente positivo y f'(x) = 0 es infinitamente
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frecuente, la relacion p,,,f'(x,) = p, que caracteriza la maximizacion inter-
temporal del beneficio, s6lo se puede cumplir con p = 0.

En el ejemplo de McFadden, f satisface (F.1), (F.2). Ademas, f es concava y
continuamente diferenciable. Sin embargo, f'(x) = 0 cuando x = 1, con lo que
no se cumple (F.3). De hecho, lo que es crucial para la validez de la Proposicion
3.1 (mas que la continuidad y la concavidad de f) es el hecho de que f es
estrictamente creciente (nuestra demostracion se hace mas facil si asumimos
ademas que f es diferenciable, pero esto no es esencial para el resultado). En un
modelo multisectorial, esta condicion se traslada a lo que Malinvaud (1953)
llamoé la condicion de «no efectividad».

Los ejemplos 3.1 y 3.2 indican dos posibilidades destacables en economias
con horizonte infinito: incluso en entornos «clasicos» la maximizacion inter-
temporal del beneficio (M) en cada periodo no garantiza la eficiencia; y un
programa eficiente no necesita tener un sistema de precios de Malinvaud para el
cual esa condicion de maximizacion del beneficio (M) se puede mostrar que se
cumple.

Asi, las implicaciones economicas de los resultados de «dualidad» sobre la
eficiencia productiva y los precios de apoyo (resumidos, por ejemplo, por
Koopmans, 1957, pags. 83-92) necesitan ser reconsideradas al hacer una transi-
cion desde el horizonte finito al infinito. Quizas, el resultado mas importante en
esta direccion sea el siguiente, que se debe a Malinvaud (1953).

Proposicion 3.2 (Malinvaud)

Supongamos que (x, y, c, p) es un prograrga‘de maximizacion intertemporal del
beneficio desde y > 0, que satisface que p, > 0 para t = 0, y

lim px, =0 (IF)

100
Entonces, (x, y,c) es un programa eficiente desde y.

Demostracion: Para ver esto, sea (X, y,¢) cualquier programa desde y.
Ahora, para cualquier T finito,

M=

X
o plc,—c) = FZO AL X)— (i —x)] =

T-1
= :Z'o [P+ 1 f(X) = P X) = (Pr s 1 f(x) = PX)] — PrXy + PrXy

(3.8)

Utilizando la condicion (M) para t = 0,.., T — 1 y la no negatividad de p;x,

M=

px(‘-'t o Cl) é PrXr (39)

t=0
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Si (x, y, ¢) es no eficiente, entonces existe un programa (x’, y’, ¢’) desde y tal que
¢; = ¢, para todo t >0,y ¢’ =c¢ + m, m> 0 para algin periodo 7. Asi, para
todo T> 1

0<mp < Y plc;—c) (3.10)

t=0

Combinando (3.9), (3.10) y la condicion (IF), obtenemos una contradiccion. Esto
prueba que (x,y,c) es eficiente.

La condicion importante de la Proposicion 3.2 es que el valor presente del
input se hace insignificante con el tiempo. A esto nos referimos cominmente
como el futuro insignificante o la condicion de transversalidad.

En sus comentarios sobre las Proposiciones 3.1 y 3.2, Koopmans sefala lo
siguiente: «Dando suficiente rienda suelta a nuestra imaginacion podemos
todavia “visualizar” la condicion (M) de maximizacion intertemporal del
beneficio que se cumple a través de la descentralizacion de las decisiones entre
un namero infinito de productores, cada uno de ellos encargado de aquella
parte del programa relacionada con un periodo futuro. También se puede
visualizar una descentralizacion adicional entre muchos productores contempo-
raneos dentro de cada periodo. Pero incluso a este nivel de abstraccion, es
dificil ver como se puede restringir a cualquier decisor particular la tarea de
cumplir la condicion (IF). Esta es una condicion nueva, para la que no hay
equivalencia en los modelos finitos.» Se deberia subrayar que si se le permite a
un agente en un periodo concreto observar s6lo un namero finito de precios y
cantidades, nunca es capaz de comprobar si la condicion (IF) se cumple o no;
por supuesto, incluso con la observacion de una subsecuencia infinita de (p,x,),
puede que no sea posible verificar (IF).

En este momento, nos gustaria comentar un esquema aMernativo para
estudiar la relacion entre eficiencia (u optimalidad de Pareto) y maximizacion
del valor en un espacio de bienes de dimension infinita. Con un sélo bien en
cada periodo t, se puede identificar formalmente el espacio de mercancias (ver
Debreu, 1959) con el espacio lineal S de todas las sucesiones reales. De hecho,
en vista de (3.3), se puede centrar la atencion en [, el espacio lineal de todas las
secuencias reales limitadas. Para cualquier elemento x = (x,) en [, definamos la
norma |x| como:

llx[l = sup (x,) (3.11)

El conjunto de todos los funcionales lineales continuos con respecto a la
topologia de la «Norma del Supremo» se denota por /*%. Un elemento p en [* es
no negativo si p(x) = 0 para todo x = 0.

Dado un programa (x,y,c) desde algin y > 0, llamemos ¢ = (¢,) a un
programa de consumo desde y. Denotemos el conjunto de todos los programas
de consumo desde y > 0 por C. Entonces, C es un conjunto convexo no vacio
de I.. Se puede recurrir a un argumento de separacion (ver Radner, 1967) para
probar el siguiente resultado.
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Proposicion 3.3

Sea (X, y, ¢) un programa eficiente desde y > 0. Entonces, existe un p no-nulo y
no negativo en I% tal que

p(€) > p(c) (3.12)

para todo ¢ en C.

Mientras que la propiedad de maximizacion del valor (3.12) tiene, sin duda,
interés, una dificultad obvia es que el funcional lineal continuo p necesita ser
representable por una sucesion p = (p,) con respecto a la cual se pueda formular
la regla de periodo a periodo de maximizacion del beneficio. En efecto, es
conocido que si p estd en I*, entonces para cualquier ¢ en [,

PO = 3 bt palo) (313

donde (p,) es una sucesion sumable (. |p,| es finita) y p.(c) se obtiene integran- -
=0

do ¢ con respecto a una medida aditiva puramente infinita en N (ver Radner,
1967 y Majumdar, 1970). Incluso cuando p es no negativo, es posible que p, = 0
para todo t € N. Por otra parte, p(c) = p,(c’) cuando ¢ y ¢ difieren solo en un
nimero finito de periodos de tiempo. Asi, las reglas de evaluacion (3.13) no se
pueden interpretar o utilizar facilmente en el contexto del diseno de un

mecanismo intertemporal descentralizado de asignacion de recursos (ver Malin-
vaud, 1961).

Ejemplo 3.3.

Consideremos e! programa de la regla de oro (GR) definido anteriormente.
Con J = 1, simplemente suprimimos el simbolo y escribimos (x*, y*, c*). Se
puede verificar directamente que es un programa eficiente. Ademas, para la
sucesion de precios estacionaria p* = (p}), donde p¥ = 1 para te N, se cumple
la condicion (M) de maximizacion intertemporal del beneficio. Obsérvese que
px¥ = x* > 0. Asi, la condicion (IF) no se cumple. Claramente, p* no es una
sucesion sumable. Ademas, el funcional lineal no negativo y no-cero p para el
que ¢* maximiza el valor (ver (3.12)) no tiene ninguna secuencia (p,) asociada en
l,. De hecho,

plc*) = pu(c*) = c*
También, para cualquier programa de consumo factible ¢ = (¢,) tal que exista el
lim ¢,

=

p(c) = lim ¢,

| S <]
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En particular, p(c) = ¢* para todos los programas de consumo factibles ¢ = (¢,
tal que lim ¢, = c*.

t= o

I1.d. Optimalidad

Al discutir el criterio de evaluacion conocido como «optimalidad», se
introduce tipicamente una funcion de utilidad, u, desde R, a R, y un factor de
descuento, 9, tal que 0 < ¢ < 1. Un programa (X, y, ¢) desde y > 0 es dptimo si

lim sup ZT: 0'[u(c,) — u(c)] <0 (3.}4)

T-w t=0

para cualquier programa (x, y, ¢) desde y. Cuando ¢ < 1, de tal forma que a las
utilidades futuras se les va dando ponderaciones menores que a las actuales, nos
referimos al ejercicio de optimalidad como el caso «descontado»; cuando é = 1,
nos referimos al ejercicio como el caso «no descontado» o de «Ramsey». A
continuacion, examinamos el problema de la existencia de programas 6ptimos
en cada caso, cuando la funciéon de utilidad, u, cumple:

(U1) u es continua en R,
(U.2) u es dos veces diferenciable para ¢ > 0 con u'(c) >0 y u"(c) < 0.

Claramente, (U.1), (U.2) implican que u es concava y estrictamente creciente en
R.. En adelante, normalizamos u(0) = 0.

II1.d.1. El caso descontado

Cuando 0 < é < 1, se puede aprovechar la acotacion del conjunto de
programas desde cualquier y > 0 (ver (3.3)) y la continuidad de las funciones de
utilidad y produccion ((U.1) y (F.1)) para obtener la existencia de un programa
Optimo.

Proposicion 3.3.

EXxiste un unico programa éptimo desde cualquier y = 0.

Demostracion: Si (x, y, ¢) es cualquier programa desde y, entonces 0 < ¢, <
< K(y) = max (K, y) para todo t > 0, y asi 0 = u(0) < u(c,) < u(K(y)) para
t 2 0. Denotemos u(K(y)) por b. Entonces, claramente, 0 < u(c,) < b para t = 0,
y asi para todo T > 1

ZT: o'u(c,) < b/(1 — 9)
t=0
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Como u(c,) > 0 para t > 0, sabemos que

5 Sutc)w e T #uc)
t=0

T t=0
existe y no puede exceder [b/(1 — d)]. Sea a = sup{z o'u(e,): (x, y,¢) es
t=0

un programa desde y}.

Elijamos una secuencia de programas (x", y", ¢") desde y tal que

it

ou(c}) =2 a— (1/n) para n=1,23,.. (3.15)

Utilizando (3.3), la continuidad de f y el método diagonal de Cantor, existe un

programa (X, y, ¢) desde y, y una subsecuencia de n (retener la anotacion) tal que
para t = 0,

(xt, iy €f) = (X, yu ¢)  cuando n — oo (3.16)

Exigimos que (X, , ¢) sea un programa optimo desde y. Si la exigencia es falsa,
entonces podemos encontrar ¢ > 0 tal que

oulc) <a—e

M=

0

Cojamos T tal que 6" *'[b/(1 — §)] < (¢/3). Utilizando (3.16) y la continuidad
de u, podemos encontrar 5 tal que para todo n > n,

M=

du(cl) < i o'u(c,) + (¢/3)
t=0

t=0

Asi, para todo n > A, obtenemos

M8

Sule) < S Sulc) + 6T I[b/1 — 8]
t=0

t=0

<
t

M=~

d'u(cy) + (¢/3)

0

M~

<
t

<a-—(gf3)

o'u(c,) + (2¢/3)

0
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Pero esto nos conduce a una contradiccion de (3.15) para n > max [#, (3/¢)].
Esto establece nuestra exigencia. La unicidad del programa optimo se sigue de
la estricta concavidad de f.

II1.d.2. EIl caso no descontado

Cuando é = 1, el método de probar la existencia de un programa optimo es
mas complicado; la ventaja, sin embargo, es que se establecen simultaneamente
diversos resultados interesantes.

El centro de atencion en este caso es el programa de la regla de oro (GR)
definido anteriormente; para simplificar la anotacion, suprimimos el subindice
o. Si definimos p* = u'(c*), podemos comprobar facilmente (utilizando la
concavidad de f y de u) que

ANy LR >
_{u(c) p*c* = u(c) — p*c parac>(()) (3.17)

p*f(x*) — p*x* > p*f(x) — p*x para x
Para cualquier ¢ = 0, definamos la pérdida de valor de consumo en p* como:

c) = [u(c*) — p*c*] — [ulc) — p*c]

De una manera similar, para cualquier x > 0, definamos la pérdida de beneficio
intertemporal en p* como:

B(x) = [p*f(x*) — p*x*] — [P*/(x) — p*x)

Utilizando (3.17), a(c) = 0 para todo ¢ =20 y f(x) = 0 para todo x = 0. De
particular interés para lo que sigue es el siguiente «lema de pérdida de valor»:

Lema 3.1

Sea K un nimero positivo dado. Para cualquier ¢ > 0, existe f > 0 tal que si
0<x <K y|x— x* =B, entonces f(x) = p.

Demostracion: si la exigencia es falsa, existe ¢ > 0 y una secuencia x" tal
que 0 < x" < K y |x" — x*| = ¢, pero B(x") = 0 cuando n — . Consideremos
una subsecuencia de x" (retener la anotacion) que converge a algun X. Entonces
0 < ¥ < Ky|% — x* = & También, como f(x") = 0 y x" — X, la continuidad de
f implica que B(X) = 0. Pero, entonces, por la estricta concavidad de f, para

= (1/2) X + (1/2) x* tendriamos f(x) < 0, una contradiccion.

Se pueden obtener estimaciones de la suma de todas las pérdidas de valor
utilizando el siguiente resultado, cuya prueba es obvia y, por tanto, la omitimos.
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Lema 3.2

Si (x, y,¢) es un programa desde y > 0, entonces para cada finito T > 1,
T T T
Zo [u(c)—u(c*)] = p*(y—y*)— p*(xr — x*)— Zo alc,)— Zo Blx,) (3.18)
t= = t=

Un programa (x, y,c) desde y > 0 es bueno si existe un namero real B, tal
que

T
Y. [ulc,) — u(c*)] = B para todo T = 0
t=0

y es malo si

ZT: [u(c,) — u(c*)] > —o0 cuando T—
t=0

Se puede mostrar que, dado cualquier y > 0, el conjunto de los programas
buenos y malos desde y agota el conjunto de todos los programas desde jy.
Ademas, el conjunto de los programas buenos es no vacio.

Lema 3.3

Existe un programa bueno para cada y > 0. Si un programa desde y > 0 no es
bueno, es malo.

Demostracion: Consideremos el programa de acumulacion pura (X, §, ¢)
desde y (véase el ejemplo 3.1). No es dificil mostrar que £, = K cuando t — o0,
habiendo definido K en (3.2). Como K > x*, £, > x* para todo t suficiente-
mente grande. Sea 7 el primer periodo tal que £ > x*. Consideremos la secuen-
cia (x, y, ) definida por: y, = y; x, = min (£, x*), y,,, = f(x) y ¢, = y, — x, para
t 2 0. Entonces (x,y,c) es claramente un programa desde y, y ¢, = c¢* para
todo t > 7. Por tanto, (x,y,c) es un programa bueno.

Supongamos, luego, que (x’,)’,c) es un programa desde y > 0 que no es
bueno. Entonces, dado cualquier nimero real B, existe algin T, tal que

4
Zo [u(c) — u(c*)] < B
t=
Utilizando el hecho de que y, < K(y) = max (k, y) para t > 0 (véase (3.3)) y el
Lema 3.2, tenemos también para todo 7 > T

Y, [ule) — u(c*)] < p*[k(y) + x*]

t=T+1
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Asi, dado cualquier nimero real B, existe algiin T, tal que para todo t > T,
T
Zo [u(c;) — u(c*)] < p*[k(y) + x*] + B
t=

que muestra que (x',y’,¢’) es malo.

En vista del anterior resultado, nuestra busqueda de un programa Optimo se
puede limitar a la clase de los programas buenos. Los programas buenos
convergen a la regla de oro en los niveles de input, stock y consumo, resultado
al que normalmente nos referimos como la propiedad de la «autopista».

Lema 3.4

Sea (x,y,c) cualquier programa bueno desde y > 0. Entonces (x, y,c,)
— (x*, y*, ¢*) cuando t — 0.

Demostracion: Supongamos que x, no converge a x*. Entonces existe algiin
¢ > 0 y una subsucesion de periodos para los que |x, — x*| = ¢ Utilizando el
Lema 3.1 y definiendo K = K(y), existe f > 0 tal que f(x,) > f para esta
subsucesion de periodos. Utilizando el Lema 3.2 se sigue que (x,y,c¢) no es
bueno. Asi, x, = x* cuando t — o0; en consecuencia, y, = f(x,_,) = f(x*) = y*
cuando t — 0, ¥ ¢, = y, — X, = y* — x* = ¢* cuando t - 0.

Lema 3.5

~ Si (x,y,¢) es cualquier programa bueno desde y > 0,

lim i [u(c,) — u(c*)] existe
=0

T—w t

Demostracion: Como (x, y,c) es bueno, existe un nimero real B tal que
para todo T > 0

T
2, [ulc) — u(c*)] > B (3.19)

Utilizando el Lema 3.2 y (3.19), tenemos para T = 0,

T T
2 ®e) +°*Y B(x) < p*y + p*x* — B (3.20)
t=0 =0
Como afc,) = 0 y f(x,) = 0 para todo t = 0, (3.20) implica que
> T T
L(x,y,¢) = lim [Z alc) + Y l?(x.)] (3.21)
T=w | t=0 t=0
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existe. También, el Lema 3.4 implica que p*x, — p*x* cuando T — co. Utilizan-
do esto y (3.21) del Lema 3.2, se puede tomar el limite de (3.18) para obtener

3, [e) — u(e] = p*y + p*x* — Lix.3.0) (322)

Esto establece el Lema.
Finalmente, podemos demostrar el resultado sobre la existencia de.un
programa Optimo.

Proposicion 3.4

Existe un tinico programa 6ptimo desde cualquier y > 0.

Demostracion: Sea L(y)=inf {L(x, y, ¢): (x, y, ¢) un programa bueno desde y}.
Ahora, tomemos una secuencia (x", y", ¢") de programas buenos desde y tal que

L(x",y"¢) < L(y) + (1/n) paran=1,273.. (3.23)

Utilizando (3.3), la continuidad de f y el método diagonal de Cantor, existe un
programa (X, y, ¢) desde y, y una subsucesion de n (retener la anotacion) tal que
para t > 0,

(xt, vis ¢f) = (X ¥ ¢) cuando n — oo (3.24)

Exigimos que (X, y,¢) sea bueno y L(X,y,¢) = L(y). Si la exigencia es falsa,
entonces podemos encontrar un entero positivo T, y ¢ > 0, tal que

t=0

[i e, + _io ﬂ(f.)] =Ly +¢ (3.25)

Utilizando (3.24) y (3.25), y la continuidad de f y de u, podemos encontrar un
entero positivo i, tal que para todo n > n,

[‘2 () +. %, ﬂ(x:')] > L) + 6/2) (3.26)

Claramente, (3.26) implica que para todo n > a, L(x", y", ") = L(y) + (¢/2), que
contradice (3.23) para n > max [#,(2/¢)]. Esto establece nuestra exigencia.

Utilizando el Lema 3.3 y (3.22), se sigue facilmente que (X, y,¢) es un
programa Optimo desde y. La unicidad del programa optimo se sigue de la
estricta concavidad de f.
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111.d.3. Funciones de valor y de politica

Dadas las proposiciones 3.3 y 3.4, podemos presentar un tratamiento
elemental de los conceptos de «valor» y funciones de «politica», que destacan
dentro del esquema de programacion dinamica de optimalidad intertemporal.

Cuando 0 < d < 1, se puede definir una funcion de valor, V:R, - R

Vo) = 3 dutc) (327)

donde (X, y,¢) es el programa 6ptimo desde y > 0. Cuando ¢ = 1, podemos
igualmente definir una funcion de valor, V:R,, - R por

VO) = 3 [u(6) - )] (328)

donde (x, y,¢) es el programa Optimo desde y.

Como existe un Gnico programa 6ptimo (en ambos casos, el descontado y el
no descontado) desde cualquier y > 0, se puede definir una funcion de politica
(consumo optimo), g:R, , = R, por

g(y) = ¢ (3.29)

donde (X, y, ¢) es el programa 6ptimo desde y. Se comprueba facilmente que esta
definicion también implica que para todo t = 0, ¢, = g(y).

A continuacion, establecemos algunas propiedades basicas de las funciones
de valor y de politica.

Lema 3.6:

La funcién de valor, V, es creciente, estrictamente céncava y continua en R, ,;
la funcion de politica, g, es continua en R, ,.

Mientras que la estricta concavidad y la continuidad de la funcion de valor
se siguen directamente de la estricta concavidad de f la continuidad de la
funcion de politica requiere aplicar un teorema de maximo.

Se pueden estudiar otras propiedades de V' y de g en dos subcasos impor-
tantes de la clase de funciones de utilidad caracterizadas por (U.1) y (U.2): (i) el
caso estrictamente corcavo; (ii) el caso lineal.

La funcion de utilidad estrictamente coéncava

Si recordamos (U.1), reforzando (U.2):
(U2*): u es dos veces diferenciable en ¢ > 0, con u'(c) > 0, u"(c) < 0,

y suponemos, ademas,

e A

Sl s S o e

ey
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(U.3): u'(c) > oo cuando ¢ -0

entonces nos referimos al sub-caso, por conveniencia, como el «caso estricta-
mente concavo». En este subcaso, se puede establecer la siguiente relacion
basica entre las funciones de valor y de politica.

Lema 3.7:
En el caso estrictamente concavo, (i) la funcion de valor, V, es diferenciable en

R, .: (ii) la funcion de politica, g, satisface 0 < g(y) < y para todo y > 0; y (iii)
V'(y) = u'(g(y)) para todo y > 0.

La funcion de utilidad lineal

Si u(c) = ¢ para todo ¢ > 0 (que, por supuesto, satisface (U.1) y (U.2)), nos
referimos al sub-caso como el «caso lineal». En este subcaso, es de hecho
posible describir la funcion de politica, g, explicitamente.

Lema 3.8:
En el caso lineal, dado 0 < 6 < 1, la funcion de politica, g, satisface

g(y) = max (y — x},0) para todo y > 0

donde x}¥ es la regla de oro (6 = 1) o regla modificada de oro (0 < 6 < 1) del input.

Demostracion: Dado y >0 y 0 < d < 1, definamos la secuencia (X, y, ¢)
por Yo =y, Yy +1 = min (f(7,), Sf(x3)) parat =0, ¢, = g(y)parat >0 yX,=y-—0c
para t > 0. Se puede probar que este es un programa desde y. Tenemos que
mostrar que este es un programa Optimo desde y.

Sea (x, y, ¢) cualquier programa desde y. Consideramos dos casos: (i) y > x¥
(ii) y < x3.

Caso (i). Tenemos para cualquier T,

(cl por Cl) gy Z 6'{[6f(xx) s x:] Ly [6f(x )— X ]} 4 5T(xd A7 xT)

||M.,

ya que yo=yo =), ¥ X, = xy para t > 0. Ahora, para todo x = 0, 3f(x)
— x < of (x¥) — x¥, utilizando la concavndad de fy of'(x¥)=1. Asi, para
cualquier T,

M=

e, — ¢) < 0T(x¥ — xyp) (3.30)

t=0
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Si 0 <6 < 1, el lado derecho de la expresion (3.30) converge a cero a medida
que T — oo, estableciendo la optimalidad de (X,y,¢). Si 6 =1, y (x,y,¢) es
bueno, x; — x* cuando T — oo, de forma que

x
lim sup Y o', —¢) <0 (3.31)
=0

T=w

Sid =1y (x,y,c)es malo, entonces (3.31) se sigue directamente de la definicion
de un programa malo, y el hecho de que ¢, = ¢* para t > 1. Esto establece la
optimalidad de (x, y, ¢).

Caso (ii). Consideremos el programa de acumulacion pura (%, 9, ¢) desde y
(véase el ejemplo 3.1). Sabemos que y, = K > x¥ cuando t — o0. Sea t = 1 el
primer periodo para el que y, > x}. Entonces, claramente, y, = §, = £, = X, y
¢,=0parat=0,.,7— 1,y X, =x} para t > 7. Asi, para cualquier T > 1,
obtenemos

M=

He—6) = %, S{I8/(x) = x]— [5/(2) — £} +

t

0

T3

+ 3 0[S (x) — x,J — [8f(x}) — x}]} + 87 (x} — xq)

t=t

Como se sefialo en el caso (i), para todo x = 0,[df(x) — x] < [6f(x}) — x¥].
También, parat = 0, ...t — 1, 6f(x,) — x, < df(X,) — X, ya que [f(x) — x] es cre-
ciente para 0 < x < x¥ y X, > x, para t =0,..,7 — 1. Asi, para T > 1,

M=

e, — ¢) < 87(x} — xq)

t=0

Ahora, repitiendo el argumento utilizado en el caso (i), (x, y, ¢) es Optimo.

IV. Sobre la optimalidad de los programas competitivos

El concepto de prograa competitivo ha sido central en la discusion del papel
de los precios en la asignacion intertemporal de recursos.

Definamos un programa competitivo desde y como una secuencia (x, y, ¢, p)
tal que (x, y,c) es un programa desde y, y p = (p,) es una sucesion positiva de
precios que cumplen para todo te N,

d'u(c,) — p,c, = d'u(c) — p,c para todo ¢ > 0 (G)
pr+1f(xr) = Py = pl+lf(x) — pX para todo x = 0 (M)

La segunda condicion (M) la introdujimos anteriormente al hablar de la
eficiencia. La primera condicion (G) puede interpretarse en términos de maximi-
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zacion de la utilidad restringida. Se puede pensar en las condiciones (G) y (M)
en términos de una separacion de las decisiones de consumo y produccion por
medio de un sistema de precios, asunto que centra la magistral exposicion de
Koopmans (1957) de una economia de Robinson Crusoe. Nos referimos a la
sucesion p = (p,) como un sistema de precios competitivos que apoyan el
programa (x, y,c). (En la literatura, se les llama también precios «sombra» o
precios «estimulantes».)

Ejemplo 4.1:

Consideremos, para 0 < é < 1, el programa (x*, y*, c*) definido por (GR).
Definamos una secuencia p* = (p}¥) por p¥ = u'(c}) para t > 0. Es facil probar
que (x*, y*, c* p*) es un programa competitivo desde y¥.

Nuestro interés en los programas competitivos se debe naturalmente al
siguiente resultado basico.

Proposicion 4.1:

Si (X, y,¢,p) es un programa competitivo desde y > 0, entonces (X, y,¢) es
optimo si

lim px, =0 (cuando 0 < 6 < 1) : (IF)
=+
sup pX, < oo (cuando 6 = 1) (BCV)
t20

Demostracion: Sea (x, y, ¢) un programa desde cualquier y > 0. Utilizando
(G) y (M), se obtiene para cualquier T > 1,

T gt
‘=20 0'[u(c,) —u(c)] < Z ple,—¢) =

(=0
7 =33
T l=20 {[ﬁx+lf(x:) 5 .3 p-lxr]
A [ﬁu 1f(f:) e ﬁtfn]} a2
+ Ppr(Xr — x7) + Po(y — ) <
S PrlXr — Xxq) + Poly — §) (4.1)

Consideremos, primero, el caso 0 < é < 1. Utilizando (4.1), si (x',)’,¢) es
cualquier programa desde y, entonces

T T
';0 o'u(cy) — l;o o'u(c,) < prXy
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El lado izquierdo de las expresiones tiene limites (ver la Seccion II1.d.1), y (IF)
asegura que el limite del lado derecho es cero. Asi, estableciendo la optimalidad
de (x, y, ¢).

Consideremos, luego, el caso é = 1. Utilizando (4.1),

T
Zo [uc,) — u(c*)] < prXy + poy* para todo T > 1
=

Utilizando (BCV), se sigue que (X, y, ¢) es bueno, y por el Lema 3.4, tenemos
(Xp Vi €) = (x*, y*, ¢*) cuando t — co. Este hecho, y (BCV) implican que existe
algin nimero real A, tal que p, < A para t > 0.

Si (x,y',¢) es cualquier programa desde y, entonces utilizando (4.1) se
obtiene para todo T = 1

T
’=Z [ulcy) — u(c)] < prlXy — x7) (4.2)

Si (x,)',¢) es bueno, entonces x; — x* cuando T — co. También, X, — x*
cuando T — o0, y 0 < p; < A para todo T. Utilizando esto en (4.2) obtenemos

lim sup Z [u(c) — u(c)] < (4.3)

T=x

Si (x, y', ¢) es malo, entonces (4.3) se sigue directamente de la definicion de un
programa malo y del hecho de que (X, y,¢) es un programa bueno.

Nota: Ya hemos introducido la condicion (IF) al tratar la eficiencia. En la
literatura, se cita a la condicion (BCV) como la condicion del «valor del capital
limitado».

La relacion entre los programas competitivos y ptimos se puede estudiar
mas adelante; especificamente, tiene mucho interés saber que la inversa de la
proposicion 4.1 también es cierta. Lo demostraremos solo para el caso de la
funcion de utilidad «estrictamente concava» (es decir, cuando u cumple (U.1),
(U.2%) y (U.3)). En el caso mas general, la demostracion es mucho mas
complicada.

Comenzamos senalando la siguiente caracterizacion de los programas
competitivos en el caso estrictamente concavo.

Lema 4.1
Sea (x, y, ¢) un programa desde y > 0. Existe una secuencia de precios positiva
(p) que cumple (G) y (M) si y sélo si

i x,>0,y,>0,¢,>0parat=>0
(ii) w'(c) = ou'(c,+,)f'(x,) para t =0 (RE)
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Demostracion: (Necesidad) Utilizando (U.3) y (G), ¢, > 0 para t > 0.
Como y, > ¢, obtenemos y, > 0 para t > 0. Utilizando (F.2), x, > 0 para t > 0.
Esto establece (i).

Utilizando (G) y ¢, > 0, se obtiene

p, = dou'(c) parat=0

Utilizando (M) y x, > 0, se obtiene

Pi+1=pSf'(x) parat>=0

Combinando las dos ecuaciones se establece (ii).

(Suficiencia) Sea p, = 6'u/(c,) para t > 0. Esto define una secuencia de
precios positiva, utilizando (i). Ahora, utilizando (ii), se obtiene

Pr+1 = prf'(xr) para t > 0 (4.4)

Dado cualquier t > 0 y ¢ > 0 la concavidad de u conduce a

0'[u(c) — ulc,)] < d'w'(c)(c — ¢) = plc —c)

tal que (G) se sigue al transponer términos. Dado cualquier t >0y x > 0, la
concavidad de f conduce a

P+ l[f(x) f(xr)] pt+lf(xl)(x = x) = p(x — x,)
utilizando (4.4). Asi, (M) se sigue al transponer términos.
Nota: La condicion (RE), conocida como la condiciéon de Ramsey-Euler,
afirma la igualdad entre el producto marginal del input y la tasa marginal de

sustitucion intertemporal en el lado del consumo.
Ahora, estamos en disposicion de establecer la inversa de la proposicion 4.1.

Proposicion 4.2

Supongamos que (x, y, c) es un programa optimo desde y > 0. Entonces, existe
una secuencia de precios positiva p = (p,) que cumple (G) y (M), y

lim px, =0 (cuando 0 < 9 < 1) (IF)
10
sup px, < o0 (cuando 6 = 1) (BCYV)
120

Demostracion: Como (x, y, c) es Optimo desde y > 0, 0 < ¢, < y, para todo
= 0, utilizando el Lema (3.7) (ii). Utilizando (F.2), x, > 0 para t > 0.
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Como (x, y,c) es Optimo desde y > 0, para cada t > 0, x, debe maximizar
W(x) = d'uly, — x) + 0" 'u(f(x) — x,4,)

entre todas las x que cumplan 0 < x < y, y f(x) = x,,,. Puesto que ¢, >0 y
¢,+1 > 0, se alcanza el maximo en un punto interior. Asi, W'(x,) = 0, que se
puede escribir como

ou(c) = 0" ey ) f(x)

Asi, (x,y, ¢) cumple (i) y (ii) del Lema 4.1. En consecuencia, existe una secuencia
de precios positiva p = (p,) que cumple (G) y (M). De hecho, utilizando (G), y
¢, > 0, tenemos

p. = 0u(c) parat =0

Utilizando el Lema 3.7 (iii) obtenemos también

p.=0'V(y) parat=0 (4.5)

Utilizando la concavidad de V y (4.5), obtenemos para cualquier y > 0

FVy) = V)1 < 8V — y) = ply = »)

Asi, para todo t > 0, y cualquier y > 0

OV(Y) — py < 0'Vy) — Py (4.6)
Eligiendo y = (y,/2) en (4.6), obtenemos

(1/2)py, < 9'[V(y) — Viy/2)] 4.7)

Sio<d<l, Viy) <[uwK@)/N -]y V(y/2) =20 para t > 0 (ver la
Seccion II1.d.1). Entonces (4.7) cumple la condicion (IF), ya que 0 < x, < y,
para t = 0.

Si d = 1, (x,y,¢) es bueno (utilizando el Lema 3.3) y asi x, —» x*, y, = y* y
¢, — ¢* cuando t - oo (utilizando el Lema 3.4). Asi, p,y, = u'(c*)y* cuando t — o0.
Esto cumple (BCV), ya que 0 < x, < y, para t = 0.

Cuando se esta interesado en alcanzar el programa 6ptimo por medio de un
sistema de toma de decisiones intertemporal descentralizado y guiado por los
precios, la verificacion del futuro insignificante (IF) o de la condicion del valor
del capital limitado (BCV) plantea dificultades conceptuales similares a las que
encontr6 Koopmans y que recordamos anteriormente en el contexto de la
eficiencia intertemporal. El problema de disefiar una «regla descentralizable»
del comportamiento miope de las empresas o consumidores sigue ocupando la
atencion de los investigadores (ver Kurz y Starret, 1970, Starret, 1968). Sin
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embargo, s6lo recientemente se han alcanzado avances significativos en disefiar
mecanismos de asignacion de recursos «descentralizados» que puedan detectar
la ineficiencia o no optimalidad a largo plazo de los programas competitivos a
través de una secuencia de «verificaciones» periodo a periodo. (En la Seccion VI
se tratan definiciones formales de estos conceptos.) Revisaremos ahora algunos
resultados de «posibilidad» de verificacion de la optimalidad de programas
competitivos presentados en el Simposium (sobre descentralizacion intertempo-
ral) del Journal of Economic Theory (1988). Seguimos centrandonos en el caso
en el que la funcion de utilidad es «estrictamente creciente» (es decir, u cumple
(U.1), (U.2*%) y (U.3)). La regla de verificacion particular periodo a periodo, que
ha figurado en lugar destacado en la literatura, puede ser abordada de la
siguiente manera.

Una importante propiedad de monotocidad de los programas Optimos (ver
Mitra, 1979) és la siguiente: sea (x,y, ¢) Optimo desde y > 0 y (x,y’,¢) 6ptimo
desde y’ > 0. Si y > y/, se tiene:

X, 2 X, Vg 2 Vi X, = ¢, para todo teN (4.8)

Dado 0 < é < 1, el programa estacionario (x*, y* ¢*) definido en (GR) es
optimo desde y}. Se sigue que si (x,y,c) es optimo desde y, pf¥ = d'u'(c}), y
p, = 0'v'(c,), entonces

(p. — PF)y: — ¥3) =0 para todo teN (S)
De hecho, se puede mostrar que la condicion (S) define completamente todos los
programas competitivos que son Optimos.
Proposicion 4.3

Un programa competitivo (X,y,c¢,p) desde y > 0 es optimo si y sélo si

(p. — P*)y. — ¥3) <0 para todo te N (S)
Un esbozo de una demostracion elemental (acerca del caso descontado y el no
descontado en un esquema simple) se puede consultar en Majumdar (1987).
Una caracterizacion alternativa es la siguiente:
Proposicion 4.4

Un programa competitivo (X,y, ¢, p) desde y > 0 es optimo si y sélo si

Xa i % X, siempre que X, % x¥ para todo te N (4.9)
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V. El papel de los precios competitivos en la consecucioén
de la optimalidad: algunos resultados del caso
estrictamente céncavo

En nuestro esquema, se pueden reforzar atn mas los resultados de la
Seccion anterior. En esta Seccion queremos sefialar que existen alternativas a la
condicion (S), estudiada anteriormente, que no conciernen al stock de la regla
de oro (resp. regla de oro modificada) y¥.

Lema 5.1

Supongamos que (X, y,¢,p) es un programa competitivo desde y € (0, K).

(i) Si, para algin s > 0, tenemos y,., > y,, x, = x¥, entonces x,,, > x,,
Y Ves1 > Y, para todo t = s.

(i) Si, para algun s > 0, tenemos y,,, <y, x, < x¥, entonces x,,, < x,,
Y Vie1 < Y, para todo t = s.

Demostracion: Demostraremos (i). Supongamos que para algin s > 0,
Vs+1 > Vs ¥ X, > x¥. Entonces of'(x,) < 1, y utilizando la condiciéon (RE)
obtenemos

u(cy) = of (xu'(cysy) < Uy 1)

de forma que ¢, > ¢y . ASl, Yy — Xy 2 Yooy — Xg41 > Vs — X444, Utilizando
ys+l > ys' EStO cumple xs+l > Xs y aSi ys+2 =f(x.1+1) > f(xs) = ys+l' ASi9
Xg+1 = X3 Y Ves2 > Ve4y- Podemos repetir este paso para obtener x,,, > x,
Y Yi+1 > ), para todo t = 5. La demostracion de (ii) es similar.

Dado un programa competitivo (x,y,¢,p) desde ye (0, K), definamos la
secuencia de precios de valor corriente q = (q,) por

4, = (p,/d") para teN

Ahora, consideremos la siguiente regla de verificacion periodo a periodo

@i+1 = 4)isr —y) <O parateN (S)
Al contrario que con la anterior condicion (S), esta condicion (S') no implica la
apariencia explicita del stock de la regla de oro (o regla modificada de oro) y¥ o
de precios pj. Mostraremos que un programa competitivo cumple (S’) si y solo
si es optimo. Conviene observar que un programa competitivo (x, y, ¢, p) desde
y€(0, K) cumple (S’) si y solo si cumple

(qr+l = qr)(xH-l = X,) <0 para teN (S”)

Para ver esto, notese que por la condicion (G) tenemos para te N
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u(c,) — q, = ulC, 4 1) — GCisq
Ut 1) = Q1€ 1 = U(C) — G441

Sumando las desigualdades y transponiendo términos, obtenemos
(@41 —g)(c;4y —¢) <0 parateN (5.1)

Asi, si se cumple (S”), sumando las desigualdades en (S”) y (5.1), se obtiene (S').
Para ir en la otra direccion, notese que por la condicion (M), obtenemos
para te N

6ql+lf(xt) — q:X > 5ql+1f(x!+l) — X4
0Gs 42 (X4 1) — Qa1 X041 = 0qy4a f(x) — e+ 1%

Sumando las desigualdades y transponiendo términos, obtenemos

MGrs2 = Qs )iz = Vew1) 2 @4y — @)X, 4y —Xx,) para teN (5.2)

Asi, si (S') se cumple, se sigue de (5.2) que (S”) también se cumple.

Lema 5.2.

Supongamos que (x, y,c,p) es un programa competitivo desde y € (0, K), que
cumple (S’).

(i) Si, para algin s = 0, x, < x§¥ , entonces Xgp 1 = X; ¥ Very = Vs

(ii) Si, para algin s > 0, x, > x¥ , entonces X1 { <Xy ¥V Veiy1 < Vs

Demostraciéon: Demostraremos (i). Supongamos que, para algin s > 0,
x,<x¥. Entonces 6f'(x,)> 1. Utilizando la condicioén (RE), g, =[q/0f"(x,)] <4q,
Utilizando esto en (S'), se obtiene y,,, = y,; utilizdndolo en (S”) se otiene
Xs4+1 = X, La demostracion de (ii) es similar.

Utilizando los Lemas 5.1 y 5.2 se puede mostrar que un programa competi-

tivo que cumple (S) debe converger a la regla de oro (o regla modificada de
0ro).

Proposicion 5.1:

Supongamos que (X, y,c,p) es un programa competitivo desde y € (0, K), que
cumple (S'). Entonces (x,, y,, ¢,) = (x¥, y¥, c¥) cuando t - 0.

Demostracion: Supongamos que y < y¥. Exigimos que

X, < xf para teN (5.3)
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Por si no se cumple (5.3), sea s el primer periodo para el que x, > x3. Si
s= Q, tenemos y,, = f(x) = f(x}) = y§ > y = y,. Si s> 1, tenemos x,_, < x¥,
y asi yoq = f(xg) 2 f(x}) > f(x;-) = y,. Asi, en cualquier caso, y,,, > ¥oo
Aplicando el Lema 5.1, x,,; > X, = x¥ y ¥y42 > Vo4 1» Que contradice el Le-
ma 52 Esto establece nuestra exigencia.

Utilizando (5.3) y el Lema 5.2, podemos concluir que x,,, = x, y X% X3
para t > 0. Asi x, converge a algin X que cumple 0 < ¥ < x* < K, y
[f(x,-4) — x,] converge a [ f(X) — x] > 0. Utilizando la condicion (RE), obte-
nemos 6f'(x) = 1, de forma que x = x}. Asi, x, = x¥ cuando ¢ — oo; también,
Vier = f(x) = f(x}) = y} cuando t - o0; y ¢, = y, — x, = (y} — x3) = c}
cuando t — co. Cuando y > y¥, la demostracion es similar.

Podemos establecer nuestro principal resultado de la siguiente forma:

Proposicién 5.2

Supong’;amos que (X,y,c,p) es un programa competitivo desde ye (0, K) que
cumple (S). Entonces, (x,y,¢) es un programa éptimo desde y.

Demostracién:  Si é=1, la proposicion 5.1 implica que p,=u'(c,)—»u'(c*)=p*
cuando t — co. También x, — x* cuando t — 0. Asi, la condicién (BCV) se cum-
ple c!aramente, y (X,y,¢) es 6ptimo por la proposicion 4.1.

Si 0 <4 <1, la proposicion 5.1 implica que g, = u'(c,) - w'(c¥) cuando
t— 0, y asi p, = 6'q, — 0 cuando t — oo. También x, — x¥, de forma que la
condicion (IF) se cumple claramente, y (x, y, ¢) es 6ptimo por la proposicion 4.1.

Se puede establecer también la inversa de la proposicion 5.2, que la presen-
tamos ahora en el siguiente resultado.

Proposicion 5.3

Supongamos que (X, y, ¢, p) es un programa competitivo desde y € (0, K), tal que
(x,y,¢) es optimo desde y. Entonces (x,y,c¢,p) cumple (S').

Demostracion:  Utilizando el Lema 4.1, x, > 0, y, > 0, ¢, > 0 para t € N. Asi,

la cop,dicién (G) cumple g, = u'(c,) para te N. Utilizando el Lema 3.7, tenemos
también g, = V'(y,) para te N.

C:Imo V es concava (por el Lema 3.6), tenemos para cualquier y > 0,
y teN.

V) = Vy) < VO = v) = qly — y)

Transponiendo términos, obtenemos para cualquier y > 0, y te N

V) — a2 V() — qy (5.4)

Cojamos cualquier s > 0. Entonces, utilizando (54) para t = s, y y = y,, .

V(y) = 4¥s 2 V(¥541) — @541 (5.5
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Utilizando (54) para t =s + 1, y y = y,, tenemos

V(ys+l) — Qs+1YVs+1 2 V(Ys) — qs+1)s (56)

Sumando (5.5) y (5.6) y transponiendo términos,

(qs+l o q.l)(.Vl""l o ys) <0

Como cogimos arbitrariamente s > 0, esto establece la condicion (S').

VI. Mecanismos de descentralizacion intertemporal

El esquema presentado en la Seccion 11, cuando discutimos los mecanismos
de asignacion de recursos descentralizados, es flexible: se puede adaptar formal-
mente al contexto intertemporal de la Seccion III, con algunos cambios, de la
siguiente manera. Se puede identificar el conjunto de agentes, I, como los
consumidores y/o productores en la economia intertemporal con horizonte
infinito. Podemos especificar el entorno de cada productor como el conjunto de
funciones de produccion presentadas en la Seccion IILb). El entorno inicial del
productor puede contener informacion sobre el stock inicial de la economia. El
entorno de cada consumidor se puede especificar como el conjunto de funciones
de utilidad presentadas en la Seccion I11.d). El espacio de asignaciones, A, se
puede especificar como el espacio al que perteneceran los programas, principal-
mente S3.

Los «mecanismos intertemporales descentralizados» se pueden considerar
mecanismos descentralizados (en el sentido de la Seccion II) aplicados al
esquema intertemporal anterior. La correspondencia de objetivo social se puede
definir como el conjunto de programas eficientes u 6ptimos del stock inicial de
la economia dado.

La cuestion importante es, entonces, si se pueden disefiar apropiados
mecanismos intertemporales descentralizados que alcancen los anteriores objeti-
vos sociales. Presentamos ahora algunos ejemplos para ilustrar como podemos
abordar esta cuestion, utilizando los resultados sobre programas eficientes y
optimos desarrollados en las tres secciones anteriores. Estos ejemplos indican,
también, de una forma precisa como se pueden construir mecanismos inter-
temporales descentralizados, un aspecto que hemos evitado discutir con detalle
deliberadamente hasta ahora, en vista de los aspectos técnicos que inevitable-
mente conlleva.

Ejemplo 6.1

El conjunto de agentes, I = {t € N}. Pensamos en el agente ¢t como un
«productor» que vive en el periodo t. El conjunto de entorno, E, se define
de la siguiente forma. Sea E, = {f : f cumple (F.1)-(F.4)} para t > 1; sea
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Eo = {(y, f): f cumple (F.1)-(F4) y ye R, ,}. Ahora, se define E como
{», f[?):yeR,, y f cumple (F.1)(F4)}. Asi, E = []| E, y nuestro entorno
t=0

dado es estacionario. Definamos el espacio de asignaciones, A, como S3.

La correspondencia de objetivo social es la aplicacion Q:E — A, definida
por Q(e) = {(x,y,¢):(x,y,¢) es un programa eficiente cuando el entorno es e}.

Consideremos un mecanismo 7 = (M, \, H) definido de la siguiente forma.
Primero, el espacio de mensajes, M, es S3 x §, cuyos elementos genéricos
se escriben (x,y, ¢, p). Luego, la correspondencia de equilibrio, \, se define asi.
Para e, en E,, sea Y(eo) = {(X,y,¢,p) en M: xo + ¢ = yo, Yo = ¥, ¥1 = f(xo)
y Py f(Xo) = PoXo > pyf(X) — pox para todo x > 0}; para ¢, en E, sea
Yile)= {(X, y.c,p)en M x,+¢,=y, yir1=S(X), ¥ Pes 1S (%)= PiX, 2Py 41 [(X) = px
para todo x > 0} para t > 1. Ahora, dado cualquier e en E, y(e) se define

como () yfe). Dado que existe un programa desde cada y > 0, la propo-
t=0

sicion 3.1 asegura que Y es no vacio para cada e en E, como era necesario.

Por ultimo, la funcion de resultado H, se define de la siguiente forma. Para

m = (x,y,¢ p) en M, H(m) = (x,y,¢c). De esta forma, H es una aplicacion de

proyeccion desde M hasta A. La correspondencia de realizacion, ¢(e), es el

conjunto de programas desde y, por la proposicion 3.1.

Claramente, el mecanismo, n, preserva la intimidad por definicion. Es
insesgado por la proposicion 3.1, pero en vista del ejemplo 3.1, no alcanza el
objetivo social de eficiencia.

El ejemplo enfatiza que la condicion de maximizacion intertemporal del
beneficio (ver (M) en la Seccion III) no asegura la eficiencia. En nuestro
esquema, no restringe en absoluto la clase de programas.

Ejemplo 6.2

El conjunto de agentes, I = {(tg,t,):t € N}. Pensamos en el agente t; como
un «productor» Robinson que vive en el periodo t, y t. como un «consumidor»
Crusoe que vive en el periodo t. El conjunto de entornos, E, se define de la
siguiente manera. Sea E, = {(f,9): f cumple (F.1)—(F.4), y € (0, 1)} parat > I;
seaEq, = {(y, /,0):yeR, 4, fcumple(F.1)-(F.4),ye (0, 1)}.Sea E, = {u:R,-» R

tal que u(c) = ¢ para ceR,}. Asi, E < [| E,, x [] E,. y el entorno dado es
t=0 =0

estacionario. El espacio de asignaciones, A, es S3.

La correspondencia de objetivo social es la aplicacion Q:E — A, definida
por Q(e) = (x,y,¢):(x,y,¢) es un programa Optimo, cuando el entorno es e}.

Consideremos un mecanismo n = (M, \, H) definido de la siguiente forma.
Primero, el espacio de mensajes, M, es S x R, ., cuyo elemento genérico
se escribe (x,y, ¢, x¥). Luego, la correspondencia de equilibrio { se define de la
siguiente forma. Para €g, €N E,,, sea Y (eo,) = {(x, y, ¢, x3) en M: xq + ¢o = Yo,
Yo =¥ ¥1 = f(xo), 0f'(x¥) =1, y ¢, = max(y, — xj,0)}; para Cop OB E, .
sea '//tk(etk) =3 {(X, e xz)enM:ix, + ¢, = Yy Vier = f(x), of'(xz5) =1, ¥
¢, = max(y,— x¥, 0)} parat > 1. Para ¢,_en E,, sea y, (¢, )M para t > 0. Aho-
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o0 0
ra, definamos para e en E, Y(e) = | () ¥, (e;,) |0 ]| () ¥.le,) | Como existe un
t=0 t=0
input de la regla de oro (o regla modificada de oro; ver la Seccion IILb) y existe
un programa optimo desde cualquier y > 0 (ver la Seccion IILd), el Lema 3.8
asegura que \ es no-vacio para cada e en E, como era necesario. Por altimo, la
funcion de resultados, H, se define para cada m = (x,y,c¢,x¥) por H(m)
= (X,y,¢). Asi, H es una aplicacion de proyeccion desde M hasta A. La
correspondencia de realizacion ¢(e), es el Gnico programa Optimo desde y
(utilizando el Lema 3.8). s
El mecanismo, =, preserva la intimidad por definicion, y alcanza el objetivo
social de optimalidad.
Merece la pena hacer un comentario sobre la correspondencia de equilibrio.
La idea clave es que la funciéon de politica 6ptima de consumo, g, para este
objetivo social se puede escribir explicitamente asi:

g(y) = max (y — x},0) para todo y > 0

donde x¥ es el input de la regla de oro (6 = 1) o de la regla de oro modificada
(0 < 6 < 1) (Lema 3.8). Asi, para obtener un mecanismo que alcance el objetivo
social, se puede pedir a los productores que verifiquen si ¢, = max (y, — x¥, 0)
para cada periodo. Como esto incluye a x¥, que se define como la soluciéon a
of'(x¥) = 1, se puede pedir a los productores en cada periodo que lo calculen,
utilizando su conocimiento de ¢ y f, y utilizarlo entonces en la verificacion
anterior. Notese que a los consumidores no se les pide que verifiquen nada; su
papel (dada la funcion de utilidad lineal) es muy limitado en este mecanismo.

Ejemplo 6.3

El conjunto de agentes, I, el espacio de asignaciones, A, y los conjuntos,
E,, (para t > 0), se definen igual que en el ejemplo 6.2. Sea E, = {u:R, - R
tal que u cumple (U.1), (U.2%) y (U.3)}. Ahora, E se define como
{y, f*,6%u®):yeR,, f cumple (F.1)-(F.4), 6€(0,1), y u:R, - R cumple
(U.1), (U.2") y (U.3)}. El objetivo social es optimo.

Consideremos un mecanismo n = (M, \, H) definido de la siguiente manera.
Primero, el espacio de mensajes, M, es S% , x R% ,, cuyo elemento genérico
se escribe (x, y, ¢, ¢, X3, y§, ¥, q*). Luego, sea y, (eo,) = {(x, ), ¢, q, X3, V5, c¥, q*)
en M:xo+co = yo, Yo=Y, 041 f'(Xo) = qo, 0f'(x3) = L, y5 = f(x3), x3 + ¢} =y,
¥ (‘Io ey q*)(J’o b y:) < 0} Ademés’ sea ‘//l (elR) = {(x’ »aq, X:, y:’ C:, q*) en
M:x+c¢, =y, Yir1=S(x), 0q,41f (x)=4y gfl(x:)= L, y3=/(x3) x3+c3=y5,
y (@ —q*)(y,—y3) <0} parat > 1. Para t > 0, y, (e,) = {(x, y, ¢, 4, X3, ¥} ¥, q%)
en M:u'(c,) = g, u'(c}) = q*}. Ahora, definamos para e en E, s

We) = [ﬁ w,k(e,k)] " [ﬁo w,c(e.)].

Como existe un input de la regla de oro (o regla de oro modificada), y existe
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un programa Optimo (X, y, ¢) desde cualquier y > 0, las proposiciones 4.2 y 4.3
cumplen (p) tal que (G), (M) y (S) se cumplen. Definiendo (q) por g, = (p,/d")
para.t > 0, se puede comprobar utilizando el Lema 4.1 que u'(c,) = q, para
t=20ydq.f'(x,—1) = q,- para t > 1. Asi, J(e) es no vacio, como se necesitaba.

La funcion de resultados, H, se define para cada m = (x, y, ¢, q, x¥, y¥, c¥, q*)
por H(m) = (x, y,c). De esta forma, H es una aplicacion desde M hasta A. La
correspondencia de realizacion, ¢(e), es el unico programa desde y, utilizando el
Lema 4.1 y las proposiciones 4.2 y 4.3.

El mecanismo, 7, preserva la intimidad por definicion, y alcanza el objetivo
social de optimalidad.

La idea clave utilizada aqui es que los programas Optimos se pueden
caracterizar mediante las condiciones (G), (M) y (S) (ademas de la viabilidad).
Asi, para obtener un mecanismo que alcance el objetivo social, se puede pedir a
los consumidores que comprueben (G) y a los productores que comprueben (M)
y (G) y la viabilidad. Ahora, (S) misma implica el stock de la regla de oro (o
regla de oro modificada) y el precio. Asi como no se puede pedir a los
productores que los calculen ellos s6los (como hicimos en el ejemplo 6.2),
podemos obtenerlos mediante un mecanismo que preserve la intimidad que
implique a consumidores y productores (pidiéndoles que comprueben §f"(x¥
=1, y¥ =f(x})y x¥ + ¢¥ = y¥, y pidiendo a los consumidores que comprue-
ben u'(c}) = g*). Se pueden utilizar, entonces, las magnitudes para comprobar la
condicion (S) para cada periodo.

Ejemplo 6.4

El conjunto de agentes y el espacio de asignaciones se describen como en
el ejemplo 6.3. Para definir el conjunto de entornos, sea £ > 0 un numero real
dado, y k otro nimero real dado tal que 0 < k < & Definamos # = {f : cumple
(FO-FA) y f(B) > K f(&) <& ['(K) < 1}. Sea E,, = {(£,0): fe F y 5€(0,1)}
para t > 1; sea E, = {(y, f,9):y€(0, lE),feJ‘z y 0€(0,1)}. Ademas, sea
E,={u:R, >R tal que u cumple (U.1), (U.2*) y (U.3). Ahora, definimos E
como {(y, f*,6%,u*):ye(0,k), fe F,6e€(0,1), y u:R, - R cumple (U.1),
(U.2%) y (U.3)]. El objetivo social es optimo.

Consideremos un mecanismo n = (M, \, H) definido de la siguiente manera.
El espacio de mensajes es M = S% , que se escribe genéricamente (x,y, ¢, q).
Luego, sea Y, (eo,) = {(x,),¢,q) en M:Xxo + ¢ o= Yo, Yo = ¥, ¥1 = [(Xo),
04, f'(X0)=qo» ¥ (@1 — qo)(¥1 — Yo) < 0}. Ademas, sea (e, ) = {(x,y,¢,¢) en
M:xl € = Ve Vg1 = f(xr)v 6ql+1f/(xl) =dqp Y (q|+1 - 4 (,VHI e Yr) < 0} pa-
rat>1 Parat =0, y,(e)= {(x,y,¢q) en M:u(c) = q,}. Ahora, definamos

We) = [ﬁo w,k(e,,g] " [ﬁo w.c(e,,)].

t

Como existe un programa 6ptimo (x, y, ¢) desde y € (0, k), la proposicion 4.2
cumple (p) tal que se cumplen (G) y (M). Definiendo (q) por g, = (p,/d') para
t = 0, se puede utilizar el Lema 4.1 para comprobar que u'(c,) = g, para t = 0
y 6q,f'(x,-,) = q,-, para t > 1. La proposicion 5.3 asegura que se cumple la
condicion (S'). Asi, J(e) es no vacio, como era necesario.

DESCENTRALIZACION INTERTEMPORAL 93

La funcion de resultado, H, se define para cada m = (x,y, ¢, q) por
H(m) = (x,y,¢). Asi, H es una correspondencia desde M hasta A. La correspon-
dencia de realizacion, ¢(e), es el Ginico programa Optimo desde y, utilizando el
Lema 4.1 y las proposiciones 4.2 y 5.2.

El mecanismo, &, preserva la intimidad por definicion, y alcanza el objetivo
social de optimalidad.

Como la condicion (S') no implica (al contrario que la condicion (S)) el stock
y el precio de la regla de oro (o regla de oro modificada), el mecanismo
estudiado en este ejemplo puede operar con un espacio de mensajes de menor
dimension comparado con el mecanismo utilizado en el ejemplo 6.3. Ademas,
los agentes tienen que verificar menos reglas en la operacion de este mecanismo
en comparacion con el mecanismo utilizado en el ejemplo 6.3. Por otra parte, si
consideramos el conjunto de entornos para los que hemos sido capaces de
demostrar que cada mecanismo alcanza el objetivo social de optimalidad,
encontramos que el conjunto en este ejemplo es mas pequefio que el conjunto
del ejemplo 6.3.

VII. Mecanismos intertemporales con informaciéon incompleta:
un resultado de imposibilidad

En la seccion anterior mostramos como el esquema de mecanismos descen-
tralizados de asignacion de recursos puede ser adaptado formalmente al
contexto intertemporal. Sin embargo, una vez que nos preguntamos cuantos
mecanismos operarian en un horizonte infinito, ocurre que el «escenario de
verificacion» seria uno no pausible.

Consideremos, por ejemplo, el mecanismo del ejemplo 6.4. Consideremos, de
hecho, el caso fortuito en el que se propone un mensaje de equilibrio. Todos los
agentes desde ahora hasta el infinito tienen que verificar que el mensaje es de
hecho de equilibrio. Pero, a la fecha de hoy, no todos los agentes estan
presentes —muchos no han nacido todavia. Para una economia con horizonte
infinito, el esperar hasta que se completa la verificacion antes de llevar a cabo la
asignacion de equilibrio es realmente «.. una prescripcion para la paralisis
economica antes que un modelo realista del comportamiento econémico...»
(Hurwicz y Weinberger, 1990, pag. 317).

Para solucionar esta dificultad, estd claro que tenemos que restringir
drasticamente la clase de mecanismos que son aceptables, en el contexto
intertemporal, para reflejar el comportamiento econémico realista. Esta linea de
razonamiento ha conducido a investigar basicamente en dos direcciones, la
primera de las cuales (un resultado de imposibilidad para entornos no estacio-
narios) estudiamos en esta seccion, dejando la segunda (un resultado de
posibilidad para un entorno estacionario) para la seccion siguiente.

Con el fin de discutir formalmente la primera linea de la argumentacion,
sea ¢ > 0 un nimero real, y definamos # = {f: f cumple(F.1)—(F4),y f(x) < x
para x > ¢}. Denotamos una secuencia (f, fi, f2,..), donde f,e # para t > 0,
por f. Definamos U = {u: R, - R que cumple (U.1), (U.2") y (U.3)}.

Consideremos, ahora, una economia intertemporal en la que el conjunto
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de agentes, I = {te N}, el espacio de asignaciones, A, es R} y el conjunto
de entornos, E, es {(f,u,d,y): ffe F parat > 0,uecU,d€e(0,1)y ye R, .}. En
concreto, entonces, se estd teniendo en cuenta el cambio tecnologico en el
conjunto de entornos. Dado e en E un programa (x,y,¢) es una sucesion que
cumple

yo =0 X + ¢ = yn yt+l T j;(xt)9 (xn Cr) ? 0 para t > 0

Un programa Optimo se define como antes (ver (3.14)). Dada nuestra definicion
de #, es rutinario comprobar, siguiendo el método de la demostracion de la
proposicion 3.3, que existe un Gnico programa 6ptimo, dado un entorno e en E.

Centrémonos en un objetivo social mas limitado. La funcion de objetivo
social Q:E — A se define de la siguiente forma. Para ecE,

0(e) = {(xgs Yos Co): (x, ¥, ¢) es el programa 6ptimo, dado e}

Asi, el objetivo social simplemente es alcanzar la asignacion Optima en el
periodo inicial.

Se puede mostrar que el objetivo social es «sensible» a un cambio en el
entorno. Esto se puede formular de la siguiente manera. Dada cualquier funcion
de produccion, fe #, podemos definir F*R, - R, por F(x) = [f(x)]* para
algin 0 < « < 1; entonces, F e #. Dado cualquier nimero entero t > 1, se
puede entonces definir f(7) = (fo(7), f1(7), f3(7),..) por f(t) =fparat=0,..,1
y fiz) = F para t > 1.

Proposicion 7.1

Sea t© > 1 cualquier nimero entero. Dada fe #, uelU, y 0 < < 1, existe
y > 0 tal que para los entornos e = (f*,u,d,y) y e(t) = (f(r),u,0,y) en E,
Qfe) # Qe(1)). _

Nos interesa ahora alcanzar este objetivo social construyendo un mecanis-
mo apropiado para el periodo inicial. Al contrario que en los mecanismos
intertemporales de la seccion anterior, restringimos este mecanismo al requerir
que su mensaje y producto de equilibrio se determinen completamente por el
agente que vive en el periodo inicial. Con respecto al agente que vive en el pe-
riodo inicial, suponemos, de acuerdo con la realidad, que tiene menos que infor-
macion completa de acuerdo con la realidad, que tiene menos que informacion
completa sobre el entorno. Especificamente, existe un nimero entero positivo
T tal que las funciones de produccion, f,, para t > T son desconocidas para

él. Formalmente, dada f, denotamos (f,, ..., f;y) por f’. Definimos ahora el en- .

torno del agente cero, para e en E, por Eoe) = {(fT,u,6,y):e = (fiu, 6, 9)}, ¥
E, = Ey(E).

Notese cuanta informacion le permitimos poseer al agente cero. Conoce la
funcion de utilidad, el factor de descuento y las funciones de producciéon hasta
algan namero finito T. De esta forma, no se esta insistiendo en la separacion de
informacion entre «consumidores» y «productores». Estamos insistiendo en que
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el agente no conoce e completamente, siendo e el entorno actual, y nuestra
definicion de Ey(e) recoge esto de una manera minimamente restrictiva.
Representemos un mecanismo para el periodo inicial por m, = (M, Y o,eH,),
donde ¥, es una aplicacion no vacia desde E, hasta M, y H, es una aplicacion
desde M, hasta A. Estamos ahora en disposicion de establecer un resultado de
la imposibilidad de alcanzar el objetivo social mediante cualquier mecanismo.
La idea es en esencia simple. Si consideramos dos entornos que difieren
Gnicamente en sus funciones de produccion mas alla de 7, el agente que vive en
el periodo cero no puede conocer la diferencia. Si un mecanismo fuera a
alcanzar el objetivo social para cada entorno, entonces la funciéon de objetivo
social debe cumplir la misma asignacion del periodo cero para ambos entornos.
Pero, esto contradice el resultado establecido en la proposicion 7.1 acerca de la
sensibilidad de la funcion de objetivo social a un cambio en el entorno.

Proposicion 7.2:
No existe ningun mecanismo que pueda alcanzar el objetivo social.

Demostracién: Supongamos un mecanismo n, = (M, Yo, Hy) que alcanza
el objetivo social. sea © > T cualquier nimero entero. Dada fe #, ueU, y
0 < é < 1, se puede encontrar (por la proposicion 7.1) y > 0, tal que para los
entornos ¢ = (f*,u,0,y) y e(r) = (f(r),u,0,y) y Qle) # Qle(7)).

Ahora, como =, alcanza Q, y Q es una funcion, la correspondencia de
realizacion ¢ es una funcion que cumple

P(Eo(e)) = Qle)
PM(Eoe(r))) = Q(e(r))

Pero, como E(e) = E(e(r)), las anteriores igualdades implican que Q(e) = (e(t)),
una contradiccion.

La discusion anterior proporciona una idea de los resultados de imposibili-
dad que se pueden obtener cuando los agentes tienen informacion incompleta
sobre el entorno, y las asignaciones de equilibrio en un periodo se deciden por
los agentes actualmente vivos. Para un tratamiento mas exhaustivo, el lector
puede consultar Hurwicz y Majumdar (1988).

VIII. Mecanismos evolutivos descentralizados

Hemos sefialado en la seccion anterior el tipo de restricciones que necesita-
mos imponer a los mecanismos para que sean plausibles en el contexto
intertemporal. En esta seccion, desarrollamos este tema de una manera mas
completa al presentar el concepto de «mecanismos evolutivos descentralizados».

Lo que nos gustaria formalizar ahora es el concepto de sucesion de mecanis-
mos, una para cada periodo de tiempo, tal que sélo los agentes vivos en una fecha
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dada deciden la asignacion de equilibrio del mecanismo en esa fecha. Ademas, esta
asignacion de equilibrio se lleva a cabo realmente en esa fecha, y es, por lo
tanto, independiente de las opiniones (verificaciones) de los agentes futuros.

Al formalizar la idea anterior, surge una cuestion acerca del tratamiento del
«stock inicial». Noétese que en nuestra discusion de los mecanismos inter-
temporales en la Seccion VI y al construir un mecanismo para el periodo inicial
en la Seccion VII, el stock inicial se traté como parte del entorno del productor
en el periodo inicial. Cuando consideramos el mecanismo para la fecha t = 1, su
«stock inicial» (y,) se determina por el resultado de equilibrio del mecanismo a la
fecha t = 0. De esta forma, la dificultad de tratarle como una parte del entorno
del productor a la fecha t = 1 es que entonces el entorno para t =1 se
convierte en dependiente del mecanismo utilizado en la fecha t = 0. La corres-
pondencia de objetivo social, que se define sobre el entorno de la economia
intertemporal, sucesivamente se convierte en dependiente del mecanismo utiliza-
do en la fecha t = 0. Asi, ya no hay una manera significativa en la que la
realizacion de un mecanismo pueda ser juzgada en términos de realizacion de
objetivos sociales, ya que el ultimo concepto es ahora dependiente del primero.

No hay duda de que para cualquier operacion sensible del mecanismo a la
fecha t = 1, los agentes a la fecha t = 1 deben conocer su «stock inicial», y,. De
esta forma, lo que parece que se pretende es tratar y, como algo a determinar a
la fecha t = 0 (mediante el mecanismo que opere en el periodo inicial), pero
como algo que es «conocimiento comun» (como un hecho histéoricamente
registrado) a la fecha ¢t = 1. La forma mas conveniente de hacer esto es tratar al
stock como una «variable estado», e incluir en nuestra discusion de los
mecanismos un «espacio de estados» factible.

Procedemos ahora a formalizar los conceptos anteriores al definir un
mecanismo evolutivo. A esto le sigue una discusion informal de cuanto se
supone que opera un mecanismo.

Consideramos los siguientes elementos: un conjunto de agentes,

I = {(t,tg):te N}, un conjunto de entornos, E < [1 (E, x E, ), un espacio de
t=0

o a0

asignaciones, A = || A, y un espacio de estados, S = [1 S.. Consideramos a A,
. '= 0 . . . . ‘ ge o

un subconjunto de un espacio real de dimension finita R", y a S, un subconjunto

de un espacio real de dimension finita RY para te N.
Un mecanismo evolutivo es una secuencia n = (M, \, H) donde:

(a) M, el espacio de mensajes en el periodo t, es un subconjunto de un
espacio real de dimension finita, que se denota por R™

(b) ¥, la funcién de equilibrio en el periodo t, es una aplicacion no vacia
desde E, x S, hasta M,.

(c) H,=(H}, H}), la funcién de resultado en el periodo t, es una aplicacion
desde M, hasta R x R, tal que H(m)€eS, x A, si m, = Y e, s,).

Dado n, la funcién de realizacion en el periodo t, ¢, se define para cada
(en S,)G El X Sr por ¢t(ev S,) oo {Hr(mr) my = %(en S,)}.
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De esta forma, dados e€ E y s € S, un mecanismo m genera una sucesion de
estados s por

So=35, 841 = d’tl(ev s) para teN
y una sucesion de asignaciones a por
a, = ¢pXe,s) para teN

Dado =, la funcion de realizacion ¢ desde E x S, hasta S x A se define por
¢le,s) = {s,a):s es la sucesion de estados y a es la sucesion de asignaciones
generadas por w}.

La definicion anterior de un mecanismo evolutivo es similar en su espiritu al
concepto de «proceso evolutivo» presentado por Hurwicz y Weinberger (1990,
pag. 317). Sin embargo, al incorporar explicitamente el espacio de estados y la
variable de estado al definir el mecanismo, nuestra definicion es algo diferente
de las de ellos.

La restriccion de dimension en el espacio de mensajes refleja el concepto de
que la transmision y el uso de la informacion son costosos y los agentes pueden
procesar solamente una cantidad finita de informacion en cada periodo.

El mecanismo evolutivo preserva la intimidad o es descentralizado si existen
correspondencias de equilibrio y, : E, x S, > M,y ¥, :E, x S, —~ M, para to-
do te N tal que

'l/x(ew Crp S,) - W.t(e.,, S,) N "’lk(e:R’ sl)

para todo (e, e,,,s) en E,_x E, xS,

Para ver como opera este mecanismo, consideremos que estan dados un
entorno, ¢, y un estado, s, para el periodo cero. El entorno describiria las
preferencias de los consumidores y las posibilidades tecnologicas de los produc-
tores en el periodo cero. El estado describiria los stocks de diversos bienes
disponibles al principio del periodo cero.

Se propone un mensaje m, a los agentes en el periodo cero. Los agentes,
conociendo sus respectivos entornos, ey, y €, y €l estado, s, (que es «de
conocimiento comin»), comprueban si my = Vg (€q,, So) ¥ Mo = Yo (€o, So)- Si
es afirmativo, entonces m, es el mensaje de equilibrio, y la funcion de resultado
H} especifica un estado s, en s,, y H{ especifica una asignacion a, en A4,
consistente en las decisiones de consumo/inversion. Este par estado, asignacion
es el resultado de equilibrio del periodo cero. Se entiende que el resultado de
equilibrio se lleva realmente a cabo en el periodo cero, y el estado s, se alcanza
realmente (al principio del periodo 1). El proceso anterior se repite, entonces,
para t=1,2,3,..

Una correspondencia de objetivo social es una aplicacion Q desde E x S,
hasta S x A. El mecanismo =, alcanza Q si para cada (e, sy) en E x S;, ¢(e, s)
pertenece a Qle, so).

Examinamos ahora como se pueden aplicar los anteriores conceptos a
nuestro esquema intertemporal simple de un bien. Advertimos, ahora mismo,
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que en vista del resultado de imposibilidad estudiado en la Secciéon VII, no
parece haber ninguna esperanza de alcanzar la optimalidad en un entorno no
estacionario. Asi, en adelante fijaremos nuestra atencion en entornos estaciona-
rios. Definamos una clase de funciones de produccion, #, y una clase de
funciones de utilidad, U, como en el ejemplo 6.4.

Consideremos un esquema en el que E, = {f,0): feF y 0 <6 < 1},
E ={u:ueUyE={u”, [*,0"):ueV, fe Fy0<d<1}.Ademas,sead, =R y
s,=(0,k) para teN. Por fdltimo, definamos Qfe,y)= {3, x,¢):(x,y,¢)
es el programa 6ptimo, dado (e, y)}. El resultado de Hurwicz y Weinberger
(1990) indicaria que no existe ningin mecanismo evolutivo descentralizado que
alcance el objetivo social. (Nuestra afirmacion es deliberadamente cualificada,
ya que la clase de entornos considerada por Hurwicz-Weinberger no es exacta-
mente E, y también porque ellos imponen algunas condiciones de «regularidad»
sobre los mecanismos evolutivos que tienen en cuenta.)

Nos podriamos preguntar, en vista del resultado negativo que acabamos de
establecer, si existe algn mecanismo evolutivo descentralizado cuyos resultados
tengan algunas propiedades normativas interesantes. Esta es la principal
preocupacion de Bala, Majumdar y Mitra (1990), cuyo resultado se puede
describir de la siguiente forma.

Consideremos un esquema en el que E, = {(f,0): fe # y6=1},E, ={u:ue U}
yE={u”, *,0°):uel, feF yd=1}. Ademas, sea 4,=R> y S,=(0,k) para
te N. Por dltimo, definamos Qfe, y) = {(y, x,¢):(x,y,¢) es un programa efi-
ciente, y

T T
lim inf T7' 3" u(c,) > lim inf T Y u(c))
T— oo 0 T—w 0

\

para todos los programas (x,y’,¢'), dado (e, y)}. De esta forma, el objetivo
social es alcanzar un programa eficiente que maximize también la utilidad
media a largo plazo entre todos los programas, dado el entorno, e, y el stock
inicial, y.

Bala, Majumdar y Mitra (1990) construyen un mecanismo evolutivo des-
centralizado que alcanza el anterior objetivo social. El mecanismo se basa en
una version particularmente simple de la revision continua planificada, estu-
diada por Goldman (1968) y otros. Este mecanismo n = (M, \, H) se define de
la siguiente forma. El espacio de mensajes a la fecha t, M, = RS , para te N;
escribimos el elemento genérico de M, como m, = (x,, ¢, X, 4 1, d, 4 1» Vi 4 1, 7). Lue-
go, la correspondencia de equilibrio del consumidor a la fecha t, y,, esta
dado por ¥, (e,,y,) = {me M, u'(c)) = ru/'(d,,,)}; la correspondencia de equili-
brio del productor a la fecha t, ¥, , esta dada por y, (€ V) = {m e M,;
Xe+ € = Yo [(X)) = Vs 10 %41 +dyy =yt+1’f(xl+l)=yt’f’&l)=rl} para teN,
Y Ve e ¥) = Y, le,, y) O Y le,, y) para te N. Por altimo, la funcion de re-
sultado, ﬁ,, esta dada por H(m,) = (¥4, X,, ¢,) para te N.

Se puede comprobar formalmente que m cumple la definicion de un meca-
nismo evolutivo descentralizado y = alcanza el objetivo social definido ante-
riormente. (Los detalles los ofrece Bala, Majumdar y Mitra (1990)). Hacemos
las siguientes notas algo informales sobre el mecanismo. En el periodo t, dado
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el mensaje m,, se le pide al consumidor que verifique [u'(c)/w'(d,,,)]=r. El
consumidor, conociendo u, puede con seguridad hacer esta verificacion, que
simplemente es la igualdad de la tasa marginal de sustitucion con un adecua-
do ratio de precios «sombra», r,. Al productor se le pide que verifique
X+ € =Y [(X) = Y415 Xe+1 o1 = Vev 1o SKiv1) =y y (%) = r,. Las pri-
meras cuatro condiciones son verificaciones de factibilidad. La altima condicion
es la igualdad de la tasa marginal de transformaciéon con un adecuado ratio
de precios «sombra», r,. El productor, conociendo f y y, puede hacer estas
verificaciones. Las anteriores verificaciones implican que x, + ¢, =, f(X) = V41
Xe4r iy = Yerr SXi1) =y y [W(e)/u'(dy4 )] = f'(x,). Pero, estas condi-
ciones caracterizan completamente un plan 6ptimo de dos periodos para el que
el stock inicial y final es y,. Asi, la sucesion de estado generada por el mecanis-
mo es precisamente la secuencia de estados generada por la revision continua
planificada de planes Optimos de dos periodos con conjuntos de stocks inicial y
final iguales entre si. Como un programa generado por este procedimiento de
revision planificada es eficiente y maximiza la utilidad media a largo plazo,
también es asi para las sucesiones de estados y asignaciones generadas por este
mecanismo.

IX. Notas bibliograficas.

El esbozo de la teoria del mecanismo de la Seccion II esta basado en
Hurwicz (1986), una excelente revision de una serie de aspectos de la literatura
acerca del disefio de mecanismos. Menos técnicas y menos formales son las
revisiones de Hurwicz (1973) y Reiter (1986), aunque también son clarificadoras.
Los resultados de la Seccion III son bien conocidos para los especialistas, si
bien estan algo dispersos. Muchos de los resultados han sido probados en
modelos multisectoriales. Sobre la necesidad de la condicion de transversalidad
(IF), véase Majumdar-Mitra-McFadden 1(986) y Mitra-Majumdar (1976). Para
referencias de la literatura sobre programas que son Optimos en el sentido de
(3.14), véase las revisiones de Cass-Majumdar (1979) y Mckenzie (1986). Se
puede hacer caso omiso para la mayoria de los resultados de la condicion de
que u es continua en R, y las funciones de felicidad como u(c) = log ¢ pueden
ser manejadas. Especificamente, Majumdar (1988) o Hurwicz-Majumdar (1988)
tienen en cuenta esas funciones de felicidad. Para extensiones multisectoriales de
la proposicion 4.2 en los casos discontinuos y no discontinuos, véase Dasgupta
y Mitra (1988a) y Brock y Majumdar (1988).

Hurwicz y Majumdar (1988) también recogen algunos resultados donde la
funcion de produccion f es lineal, es decir, f(x) = px para p > 0. Dasgupta y
Mitra (1988b) consideran una clase de modelos multisectoriales lineales y
estudian la posibilidad de caracterizar programas Optimos en términos de
condiciones «periodo a periodo». Nyarko (1988) estudia el mismo problema
para el caso no discontinuo con una tecnologia estocastica. Los resultados
presentados en la Seccion V son nuevos. La Seccion VII estd adaptada de
Hurwicz y Majumdar (1988). La Seccion VIII esta adaptada de Bala, Majumdar
y Mitra (1990).
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